TEMA 5.

LINEAS DE TRANSMISION

1. Introduccién

Consideramos una linea de transmision uniforme que consiste en dos conductores
perfectos rectos y paralelos. La distancia de separacién entre los conductores es pequefia
en comparacion con la longitud de onda de la sefial que se propaga.

Zg Linea de transmision

|

Las lineas de transmision difieren de los circuitos eléctricos ordinarios en un aspecto
fundamental: las dimensiones fisicas de los circuitos eléctricos son mucho mas pequefias
que la longitud de onda, pero las lineas de transmision normalmente son una fraccién
considerable de una longitud de onda e incluso su longitud puede ser de varias longitudes
de onda. Por lo tanto, una linea de transmision es una red de parametros distribuidos,
donde los voltajes y las corrientes varian en magnitud y fase a lo largo de ella.



2. Linea coaxial

Tal como se mostro en la figura anterior, una linea de transmision se representa como
una linea de dos hilos, ya que una linea de transmision (para una propagacion TEM)
siempre tiene al menos dos conductores. Un ejemplo comun de linea de transmision es la
linea coaxial, cuya seccion transversal se muestra en la siguiente figura:

2b

Dieléctrico

Configuracion de campos TEM
(Transversal ElectroMagnético)

Por simetria, los campos TEM seran independientes de ¢, y el operador Laplaciano
transversal viene dado por la expresion:

V2= li(ri> 2.1)

Tendremos que resolver la ecuacion VZ2d = 0 con las condiciones: ®(a) = 0, ®(b) =

Vo, %%(r%) =0, r # 0 ya que el dieléctrico esta situado entre r=ayr=»b -
da dod aod
;(r;)=0 - rd—r=k1 - &=k Inr+k,

Utilizando las condiciones de contorno, se obtiene:

() =V, In(r/a) (2.2)
°In(b/a) '
entonces
By = V@ - /007 = — Vob e (2.3)
In(3)



donde hemos supuesto propagacion a lo largo de +OZ

A

H, = ﬁ(ﬁ ceJ@tkD), = o fuge (ntimero de onda) (2.4)

H, = Vol Zrem @ | jt-ka) 2.5)
In(b/a) r
Zrgm = i ;o My = ? = 3770
r 0

3. Modelo circuital de parametros distribuidos

Consideramos una longitud diferencial Az de una linea de transmisién

I(z,t)

—

+

V(zt)

Az

La longitud diferencial Az puede ser modelizada por el siguiente circuito equivalente:

I(z,t) 4+— I(z + Az, t)
® YY) : "o
+ AVAVAY, +
RAz LAz
V(z,t) GAz § —Y V(z + Az,t)
|
- ®

Az
R — resistencia por unidad de longitud (ambos conductores) (/m)
L — inductancia por unidad de longitud (ambos conductores) (H/m)
G — conductancia por unidad de longitud (S/m)

C - capacidad por unidad de longitud (F/m)

L representa la inductancia mutua entre los dos conductores.
C es la capacidad entre conductores separados por dieléctrico.
R representa la resistencia debida a la conductividad finita de los conductores.
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G representa las pérdidas dieléctricas en el material entre conductores.

Para variaciones temporales de tipo armonico, e/®t, las ecuaciones de Kirchhoff
toman la forma:

mallas

—V(z+Az,t) = 1(z,6)(R + jwL)Az + V(z,t) = 0 (3.1)
nudos

7 I(z,t) R I(z + Az, t)
+ @ NN LYY Y .+
RAz LAz v
V(z,t) GAz CAz V(z+Az,t)
) Az
I(z,t) =1(z+ Az, t) +V(z+ Az,t)(G + jwC)Az (3.2)

Si Az - 0, las ecuaciones se transforman en:

V() _
Fra —(R +jwL)I(z,t) (3.3)
dl(zt) _
pra —(G + jwC)V(z,t) (3.4)

donde se ha tenido en cuenta

aV(z,t) - V(z+ Az, t) —V(zt)
= lim

0z  Az-0 Az
3.5
dl(z,t) - I(z+ Az t) — I(z,t) (35)
= lim
dz Az—0 Az

derivando ambas ecuaciones con respecto a z, se obtiene

2
aV—(i't) =—(R+jwl) 00 _ (R + jwL)(G + jwC)V(z,t)
o o (3.6)
0%1(z, v (z,
# =—(G+jwC) (gi 2 =R+ jwL)(G + jwC)I(z,t)

Vemos que tanto V(z,t) como I(zt) verifican la misma ecuacion diferencial de
segundo orden, cuya solucion general es



V(z,t) = A- /@Y7 4 Bel@ttyz (3.7)

dondey = a +jB = /(R + jwL)(G + jwC)

La corriente de modo, se puede calcular a través de la ecuacion

aV(z,t
;Z ) - _(R+jol)I(z0), (3.8)
obteniéndose
Y ; Y ;
1 LA P°Y | ] 7 A — > DY [} % 44
@0 = prier e R+ ol ¢
(3.9)

_ A joryz _ B oty

Zo Zo

R+jwL

donde Z, = Grjac

es la impedancia caracteristica ().

Si consideramos bajas pérdidas, «a K f = R K wL;G K wC. Con lo que la
expresion de la impedancia caracteristica sera

Z= ¢ @ (310

Para una estructura determinada, es posible calcular los valores de R, L, G, C y deducir
deellos a, B Yy Z,.

Para el caso sin pérdidas
Ry=0,6=0 -y = (R+jwL) (G +jwC) = [joL - juC
=+ —w?LC

(3.11)

a=0, B = wVLC

©_ 1 (velocidad de fase)
U, = —=— velociaa e fase
P B VIC



4. Capacidad e inductancia por unidad de longitud para un cable

coaxial sin pérdidas
Suponemos que los dos conductores tienen la misma carga, pero en oposicion de

polaridad y que estan sometidos a una diferencia de potencial Vj:

1

A
f . r—zrdrdq.‘)dz (4.1)
0

b
1 1 1
ECV(?:EGJ‘EZdU:EEJ‘f b2
v a 0 (lna)

1CV2_77.'€ vz C_Zrte F
> O_IH_Q o = C=—p (F/m (4.2)
a a

de igual modo, para calcular la energia magnética (los dos conductores llevando

corrientes iguales y opuestas)
21

J

1

Ig r 1:“0 2

Al —_to 4.3

f ZnE e drd¢dz 55 I§In(b/a) (4.3)
0

b

1, 1 . 1
Euo :E.UofH dv:z#of
a

4

Con lo que
_Ho
L= —ann(b/a) (H/m) (4.4)

Por lo tanto, sustituyendo f = wVLC = w,/uye = k
W 1 1 1 c
(4.5)

BT e Jme Vo V&

_|L _In(b/a) Ho
Zy = ﬁ_ L) [ (4.6)




L. ., B-eV! ,
Coeficiente de reflexion: p = -—; = |p| - e/
Si Z, # Z, la carga esta desadaptada y aparecerd una onda reflejada — aparecen ondas

. . Z1—Z
estacionarias p = ﬁ 0 <|p| < D).
L 0

5. Distribucién de corriente en un dipolo con alimentacion central
La teoria de lineas de transmision es de utilidad para estimar la distribucion de

corriente en un dipolo alimentado centralmente. Dicho modelo de dipolo consiste en un
par de conductores tubulares de diametro d alineados en “tandem” de tal forma que hay

un hueco en el centro.
d<< A\

La longitud total es 2L > d. Se aplica un voltaje a través del hueco y aparece una
distribucion de corriente sobre el par de conductores tubulares que origina un campo

radiante.
. , Y - —Z, . f .
Consideremos una linea de transmision en abierto p = ZL+Z°; circuito abierto
L 0
1 - ZO/ZL
/i, = ) o = =1 - A=R8
(2= = lpl = |57
/-~ e N =1 \x' =
! | P x'=1l-x
X €-- A //l
= re> A=B
~—8B
‘ x'
x=0 ! x =1

Si la distancia entre conductores permanece constante, la terminacion en abierto
produce una distribucion de corriente de onda estacionaria dirigida en oposicion en los



dos conductores y practicamente no se produce radiacion. La distribucion de corriente,
para el caso anterior, puede calcularse utilizando la corriente de modo en una linea de
transmision

I(x,t) = iej“’t_yx — Eej‘"””x (5.1)
0 0
y=a+jp (5.2)
en el caso sin pérdidas « = 0,y = jB = jk, con lo cual
I(X, t) — i ej(wt—kx) _ E ej(wt+kx) (5.3)
Zo Zo

ademas como la linea esté acabada en abierto B = Ay se ha tomado el origen del eje x a
una distancia [ del final de la linea de transmision

I(x,t) = Zief(wt—k(l—x)) _ iej(a)t+k(l—x))

0 Zy
= ie}wt . [e_jk(l_x) — e]k(l_x)] (5 4)
7 '
24j
= ——el® . sen[k(l — x)]
Zo

Con una abertura de 45° la inductancia por unidad de longitud y la capacidad por
unidad de longitud cambian con la posicion a lo largo del segmento inclinado y, por lo

. s I . . _ L - -
tanto, también cambiara la impedancia caracteristica Z, = \E Sin embargo, en primer

orden, el nimero de onda k es constante e igual al valor en el espacio libre. Esto mismo
se asume cuando la abertura es de 180° y el dipolo genera una radiacién electromagnética.

Por lo tanto, solo variard el valor maximo de la corriente estacionaria con una
distribucion espacial de tipo sinusoidal y no afectara a la forma del diagrama de radiacion
(estamos suponiendo que la distribucion de corriente no se ve fuertemente afectada por
la inclinacion de los segmentos extremos de la linea).

I(x,t) = I,sen[k(l — x)]e/®t (5.5)



N |
|
A A I >
Y | Z,
B !
L & | —x . _
x’ l ! x’ = 0
x’
R ; T 2 i
W P )
- Comienza a irradiar
x=0
A
' Se produce una
< irradiacion
N electromagnética
x=0

6. Coeficiente de reflexion
Como se ha definido previamente en la seccion 4, el coeficiente de reflexion viene

. Be?l ., . ..
determinado por p = A:—w (Relacion entre la onda reflejada e incidente en el extremo de

una linea de longitud 1).
p = |ple’® magnitud y angulo de fase.

Para x = [, tenemos BeY! = pAe~"!
V(D) =V, =Ae™"" + Be?' = Ae "' + pAe ™" = Ae " (1 + p) (6.1)

A
_e_yl __eyl — _e_yl —_—
Zo

) =1 = Bon_A P pert =2 ori1— py
=7 7" =7 7 p 6.2)



1+ Z1—Z
p_ Z1~Zo

_n_, tp
Conlocual, Z;, = e Z, - P=71z

(0 < |p| £ 1) sin dimensiones

Para una linea adaptada, Z, = Z, — |p| = 0y no existe onda reflejada.
7. Relacién de tension en la onda estacionaria

Cuando una linea de transmision termina en una impedancia arbitraria Z; # Z,
aparecen una onda incidente y una reflejada en la misma. Siendo A y B sus respectivas
amplitudes, el maximo se produce cuando en algun punto de la linea las dos amplitudes
estan en fase, y el minimo se produce en el punto en el que se presenta un desfase entre
ellas de 180°. Por tanto,

|Vnax| =A+ B =A(1 + B/A)

(7.1)
[Viminl| = A— B = A(1 — B/A)

La relacion de tensidn en la onda estacionaria (razon de onda estacionaria, VSWR —
Voltage Standing Wave Ratio)

_ Vnax| _1+B/A

S = = (7.2)
|Vmin| 1- B/A
Como |p| = B/A, se obtiene
1+
=71 :Z: (sin dimensiones) (7.3)

1<S<ow; 0<|pl<1
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8. Expresiones de campo lejano para antenas

En los problemas relacionados con antenas, estamos interesados en determinar los
campos en puntos situados a grandes distancias, con respecto a las fuentes. Esto introduce
varias simplificaciones en las relaciones campo/fuente.

A\ Z

Consideramos que las fuentes oscilan arménicamente con el tiempo a una frecuencia
angular w, y que estan confinadas en un volumen finito V.

Queremos calcular E y B en el punto (x,y,z), situado lejos de las fuentes: R >
max[(x")? + (y)? + (2")?]*/?, con lo cual la maxima dimension del volumen V que
contiene todas las fuentes, es muy pequefio comparado con la distancia de cualquier punto
fuente al punto campo.

Como (x, y, z) esta situado fuera del volumen V, mediante las ecuaciones de Maxwell

VxE=—jwB VxB=—E
c (8.1)

B puede relacionarse con las fuentes, a través de la ecuacion:

B=Vx4 (8.2)
en donde

J&'y' 2" - @)

4mtug 'R

fl)(x, y,z,t) =

v

dv (8.3)
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con k=%9/. = 27T/)l siendo el numero de onda y R la distancia del punto fuente
(x',y',z") al punto campo (x, y, 2).
De las ecuaciones (8.1) y (8.2), la expresion del campo E para un punto campo seria:
- 2 >
E:(?KMJVX(VXA) (8.4)
Por esta razon, no es necesario calcular @. La distribucion de la carga, en la antena, no

se necesita para el célculo de los campos lejanos; el conocimiento de la distribucion de
corriente serd suficiente.

Procedimiento de calculo de E y B:

1. Calculo de /T, a través de la ecuacion:

r e f(x,; y,lZI) : ej(wt_kR)
A » )4 t = d .
(x,y,2,t) f Py v (8.5)
v
2. Célculo de B:
B=Vx4 (8.6)
3. Calculo de E:
- 2 >
E:(C /jw)VxVxA (8.7)
La distancia entre el punto fuente y el punto campo es:
1
R=[(x—-x)?+-y)+(z-2)°2
1
= [(rsenfcos¢ — x")? + (rsenfseng — y')? + (rcos6 — z')?]2 (8.9)

1
= [r? — 2r(x'senfcos¢ + y'senfseng + z'cosd) + (x')? + (y)? + (z")?]2
=71 — (x'senfBcosp + y'senbsene + z'cosh) + O(r~1)

Para la obtencion del altimo término, se ha hecho una expansion binomial.

Sustituyendo este valor de R, en la expresién de A (despreciando términos en 0 (r~2)):

el

R (wt—kr) N )
A(x,y,2,t) = —_1f](x'.Y',Z') e/*dv (8.9)
Ho'T ;

4n
en donde £ = x'senfcos¢ + y'senbseneg + z'coso.
L puede interpretarse como el producto escalar de:

1. El vector posicién desde el origen al punto fuente (x',y’, z").
2. El vector unitario desde el origen al punto campo (x, y, z).

12



La ecuacion (8.9) puede interpretarse como que A(x, y, z, t) esta expresado mediante
el producto de una onda esférica:

ej(a)t—kr)
— (8.10)
dmtugy - r
y la funcién direccionalmente ponderada:
a0.9) = [ Joc'y' ) eMeax'dy'd 6.11)
v

La potencia radiada por esta antena, dada por la funcion P(8,$) W/m?, puede
calcularse en términos de la funcion (8, ¢).

El patrén de radiacion, en potencia, dado por la funcién P (6, ¢) puede expresarse en
términos de esta funcion ponderada a (6, ¢) de la siguiente manera:

Ez(Cz/jw)VxVX/T:jwf‘x(fX/T)=—ja)/TT (8.12)
L, , ' o1 S
qungzual(VxA)=—(]%)fo=(;)f”xE (8.13)

donde solamente nos quedamos con los términos en 1,

La parte transversal de Aes /TT = Agh + A¢¢3. De las ecuaciones anteriores se puede

concluir que los campos radiados E y H son enteramente transversales, que E solamente

difiere de /fT por una constante multiplicativa, que Hes perpendicular a E y que:

E
|ﬁ| =n, n= [P/, =3770 (8.14)

El vector complejo de Poynting nos proporciona la densidad de potencia promedio:

q 1 . k?
P(6,¢) =5 Re(E x ') =7 1

1 1
7 (4nr2)l . [E agap +5agpdy (8.15)

2

Al patrén de radiacion asociado con Eg se le denomina patron 6-polarizado (o patron
polarizado verticalmente) y al asociado con Eg patron ¢-polarizado (o patron polarizado

horizontalmente). De las ecuaciones anteriores se obtiene:

laqg (6, )| (8.16)

1| k%n
Pro(6,0) = > IW

1[ k2 2
Prs(6.6) =5 [ﬁ] (6,9 817)
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Como estamos interesados solamente en las densidades de potencia relativas radiadas

. . L 1[ k%n ]
en las direcciones (6, ¢p) podemos suprimir el factor . [sz .

Tomando en consideracion

0 = cosOcospx + cosfsengy — senhz

- (8.18)
¢ = —sen¢x + cos¢py
se obtienen las componentes transversales de a (6, ¢):
ag(6,¢) = f[cos@cosqb Jx(x',y",2") + cosOseng |, (x',y', ")
2 (8.19)

—send J,(x',y’,z")] e/*dx'dy'dz’

d¢(9, ¢) = f[_send) ]x(xlr yIiZI) + COS(;b ]y(x’: y,rzl)] ejkﬁdx,dy,dzl (820)

Resumen:

1. Calculode ag(0,¢)y ay (6, @) unavez conocidas las distribuciones de corriente

2. Si estamos interesados en el patron de potencia en campo lejano, |ag (8, p)|? vy
|a¢ 6, 9) |2 nos dan las potencias relativas polarizadas horizontal y verticalmente.

3. Calculamos los campos E y H através de las expresiones:

9. Propiedades radiantes de un dipolo

Mediante el uso de las expresiones (8.19) y (8.20), ademas de la distribucién de
corriente correspondiente (5.5), obtenemos las potencias relativas de un dipolo filiforme
con una longitud 21 y alimentacion central:

l

ag(0) = —I,, send J sen[k(l — |z'|)] e/¥Z'cos8 gz’ (9.1)
-1

ag(6,¢) =0 (9.2)
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Como la distribucién de corriente es simétricaentornoa z’ = 0

!
ag(@)=—21, sen0 f sen[k(l — |z'|)]cos(kz’ cos 8)dz' (9.3)
0

Integrando se obtiene que

ag(0) = — [cos(kl cos 8) — cos(kl)] (9.4)

m
k sen 6
Ahora pasaremos a realizar un estudio del dipolo 1/2 (i.e., 2L = 1/2).

Dipolo de media longitud de onda

2l=1/2 - ae(e) — _ 2Im [COS(ECOSH)]

k sen 6

. L. eJ(wt—kr)
Teniendo en cuenta el factor de onda esférica prr
0
y utilizando las formulas precedentes:
- : - — 1 N =
E=—jwAr; H=—-7XE
n

se obtiene

eJ(wt=kr) | cos [(%) cos 9]

E =j60I .
0(6) = j 60 Iy p—e (95)
. )
1, e/Wt=kn) |cos [(7) cos 9]
Hy(0) =j — 9.6
»(6) = 21 T sen 6 (©6)

El patron en polares de Eq(6)/Eg(™/,) se muestra en la figura 2.4. El patrén 3D
resulta de rotar la figura anterior alrededor del eje OZ (E, no depende de ¢), con un cero

15



a lo largo de los ejes 8 =0° y 8 = 180°. Este tipo de patron tiene aplicaciones
(omnidireccionales) en las cuales se requiere una polarizacion vertical y en las que se
puede tolerar en cero en una direccion.

El patron en potencia puede calcularse utilizando la ecuacion

obteniéndose:
2ni2, |cos® [(%) cos 9]
Pro(0,9) = 9.8
ro(0,9) (4mr)? sen? 6 (©8)
La potencia total irradiada es:
2T T
Prga = f f?rg(e P)r?sen 0 dO dp = f P, 9(0)2nr*sen 6 d6
/2 9.9
ni [ cost[(7/p)cose]
27 j sen @
0
Integrando numéricamente se obtiene
N 9.10
Praq = 0.609—— (9.10)
La directividad maxima de un dipolo 1/2 es
:Pr 9(77:/2)
=——-==1.64 9.11
Prad/4nr2 ( )
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:Pmax(HO' ¢0)

#fo” fozn?(ﬁ', ¢ )r2sen 8’ do' d¢’

21 = ’1/2 - I= ’1/4 — El pico de corriente de entrada en el dipolo (z' = 0) es

I, ¥ la linea de transmisién de alimentacion esta entregando al dipolo la potencia:

1 nl?
EI,Z,lRmd = 0.6092—: (9.13)

aunaresistencia R,., ;. Esta resistencia recibe el nombre de resistencia de radiacion y para
este caso tiene el valor de:

Rygq = 0.609% =730 (9.14)

Notese que no tenemos informacidn sobre la reactancia del dipolo (fase entre el voltaje
y la corriente al final de la linea de alimentacion). Para poder obtener informacion acerca
de la reactancia necesitariamos conocer de forma mas precisa la distribucién de corrientes
en el dipolo para calcular su impedancia de entrada, y esta impedancia sera una funcién
de la longitud 21 y del diametro d del dipolo. Sin embargo, para 2l = A/2y 2l > d, la
parte real de la impedancia es proxima a 73().

1 I, sin [k(I = )]
l
=Y z=0
A
I
Fig. 2.3 Center-Fed Dipole with
Assumed Sinusoidal Current Dis- I, sin [k(I + )]
tribution o,

e
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Fig. 2.4 Normalized E-Field Pattern of a Half-Wavelength
Center-Fed Dipole
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Figure 2.2 Directional (omnidirectional) antenna pattern.
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